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「CMSI計算科学技術特論C」のねらい
• 対象


• アプリ開発のスペシャリストまたはスペシャリストを目指したい人

• 目標


• 開発・普及が進んでいるアプリに着目し、そのアプリの周辺事情を概観すると同
時に、本格的なアプリ開発のための総合的な技術、普及•運用における知識やノウ
ハウを学ぶ


• 「プログラムを書いた後」のこと

• アプリの開発・公開

• 普及、運用

• ユーザビリティ向上、メンテナンス性向上、など


• 方法論・カリキュラムの確立
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「CMSI計算科学技術特論C」の講義項目 (1/2)

• (A) アプリの背景 

• A-1 どのような問題に使用されるか 

• A-2 物理モデル、基礎理論(数学的定式化)、アルゴリズム 

• A-3 分野(業界)の歴史、(競合する他アプリを含む)アプリ発展の歴史 


• (B) アプリ実行イメージ 

• B-1 入力、計算、出力まで 

• B-2 データ解析や他アプリとの連携 


• (C) プログラム 

• C-1 使用言語について 

• C-2 プログラムの全体的な構造、設計方針など 

• C-3 コーディングの方針(作法、書式)など 

• C-4 入出力データ、入出力の仕方など 

• C-5 ユーザーのため、開発者のため、性能のため、の工夫 

• C-6 「今後こうしたい」「こうしておけばよかったと思う事」など 
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「CMSI計算科学技術特論C」の講義項目 (2/2)

• (D) 開発体制 

• D-1 開発の歴史 

• D-2 開発メンバー、人数 

• D-3 バージョン管理ソフト等の利用 

• D-4 新機能追加やデバッグの事例 

• D-5 新人教育 


• (E) 公開、運営 

• E-1 ドキュメント 

• E-2 チュートリアル 

• E-3 公開方法、普及活動 

• E-4 ユーザーサポート 


• (F) 今後
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「CMSI計算科学技術特論C」の講義予定
• 10月1日、10月8日:「ALPSと量子多体問題」 藤堂眞治 (東大)


• 10月15日、10月22日:「OpenMXとDFT」尾崎泰助 (東大)


• 10月29日:「xTAPPをはじめとしたDFTコードとユーザーインターフェース」           
吉澤香奈子 (RIST)


• 11月5日:「可読性と性能の両立を目指して」渡辺宙志 (東大)


• 11月12日:「ライセンスについて」五十嵐 亮 (東大)


• 11月19日:「みずほの業務事例から(仮)」渡辺尚貴 (みずほ総研)


• 11月26日、12月3日:「feramと強誘電体」西松 毅 (東北大)


• 12月10日、12月17日:「MODYLASと古典MD」吉井範行 (名古屋大)


• 1月7日、1月21日:「ソフトウェア工学の視点から」千葉 滋 (東大)


• 1月14日:「SMASHと量子化学」石村和也 (分子研)
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「ALPS と量子多体問題」Agenda (1/2)

• CMSI計算科学技術特論Cの全体像


• 対象と目標、講義項目、プログラム


• ALPS (Applications and Libraries for Physics Simulations) とは?


• 量子格子模型とは? 強相関量子多体系のためのシミュレーション手法


• ALPS の生まれた背景、歴史と活用事例


• ALPS の設計


• シミュレーションのワークフロー、ALPS階層構造


• XML / HDF5 による入出力


• C++言語のテンプレートとジェネリックアルゴリズム


• Pythonによる後処理・可視化


• アプリケーション・フレームワークとしての利用
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「ALPS と量子多体問題」Agenda (2/2)

• ALPS の開発


• ALPLS開発の経緯と開発体制、ライセンスと「ビジネスモデル」


• オープンソースのツールの利用 (ビルドシステム、バージョン管理、バグ追跡、ド
キュメント作成、GUI・可視化)


• アプリケーション普及のために


• ユーザサポート (ドキュメント、講習会、ワークショップ)


• 公開と普及 (MateriApps と MateriApps LIVE!)


• プロジェクトの普及と継続に不可欠なものは?
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CMSI計算科学技術特論C (2015/10/01) 

ALPS とは？

参考文献: 

藤堂「“実験技術”としての量子多体系シミュレーションソフトウェア ALPS」 
日本物理学会誌 70, 275-282 (2015)

http://www.jps.or.jp/books/gakkaishi/2015/04/06/70-04exp.pdf


ALPS プロジェクト

• 量子スピン系、電子系など強相関量子格子模型のシミュレーションのためのオープン
ソースソフトウェアの開発を目指す国際共同プロジェクト 


• ALPS ライブラリ = C++による格子模型の                                                                   
ための汎用ライブラリ群


• ALPS アプリケーション = 最新のアルゴリ                                                                                 
ズムに基づくアプリケーション群: QMC、                                                                      
DMRG、ED、DMFT 等


• ALPS フレームワーク = 汎用入出力形式、                                                                                
解析ツール、スケジューラなど、大規模並                                                                  
列シミュレーションのための環境 

ALPS = Algorithms and Libraries for Physics Simulations

Parameter XML Files

Outputs in XML Format

Quantum Lattice Model

Quantum Monte Carlo Exact Diagonalization DMRG

Lattice XML File Model XML File
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量子格子模型 (Quantum Lattice Models)

• 量子スピン模型 (XXZ 模型) 


• Hubbard 模型 (fermionic / bosonic)  


• t-J 模型

H = −t
∑

⟨i,j⟩σ

(c†iσcjσ + h.c.) + U
∑

i

ni↑ni↓

H =
Jxy

2

∑

⟨i,j⟩

(S+
i S−

j + S−
i S+

j ) + Jz
∑

⟨i,j⟩

Sz
i Sz

j

H = −t
∑

⟨i,j⟩σ

(c†iσcjσ + h.c.) + J
∑

i,j

(Si · Sj − ninj/4)
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なぜ量子格子模型を考えるのか?

• 量子多体系における強相関効果


• さまざまな秩序状態 


• 量子的に強くゆらいだ相: 量子液体、スピンギャップ相


• 量子相転移、量子臨界現象 


• 量子統計物理におけるユニバーサリティー

• 量子臨界現象は系の次元、秩序変数の対称性などにのみ依存


•   量子臨界現象特有のユニバーサリティークラスの探索


• 新しい計算物理学的手法の発展


• 量子モンテカルロ法、DMRG、DMFT、テンソル                                                               
ネットワーク、など 
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QLM に対する代表的なシミュレーション手法
• 厳密対角化


• 完全対角化 (Householder 法)、Lanczos 法


• 古典モンテカルロ法


• Metropolis 法、クラスターアルゴリズム、etc


• 量子モンテカルロ法


• ループアルゴリズム、向き付きループアルゴリズム、ワームアルゴリズム、etc


• DMRG とその一般化


• DMRG (密度行列くりこみ群)、(i)TEBD、(i)PEPS、MERA、etc


• 動的平均場近似


• QMCソルバ、厳密対角化ソルバ、etc

15



ALPS の生まれた背景
• 「コミュニティーコード」の不在


• 個々の研究者が独自のコードを作成・使用


• 扱うモデル・格子毎にコードを作成


• コードの再利用がほとんどなされない


• アルゴリズムが複雑化


• 様々な新しいアルゴリズムの開発 


• プログラム開発の長期化


• 理論家/実験家による使い易く、 信頼性の高いシミュレーション パッケージへの強い
要望


• (non-portableな) 独自形式による入力・出力の弊害
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ターゲット・オーディエンス
• 実験家 


• 物質のモデリングにソフトウェアパッケージを利用

• 実験結果とシミュレーション結果のフィッティングにより、相互作用定数などを
決定 


• 理論家 


•   理論的なアイデアのチェックに使いやすい整備されたコードを利用


•   自前のコードのデバッグに


•   新しいコード開発の基盤としての利用


• 計算機科学者、学生、· · ·
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ALPS の歴史
• 1994年～


• PALM++ C++ ライブラリの開発、量子モンテカルロコード、DMRG コード 

• 1997年～


• looper ライブラリ(量子モンテカルロ)の開発 

• 2001年~


• SSE 量子モンテカルロコード

• 2001年～


• ALPS プロジェクト 

• 2002年


• 第1回開発者ワークショップ 

• 2004年


• ALPS バージョン1.0公開、第1回ユーザワークショップ 

• 2015年現在、バージョン1.3を公開中
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活用事例: Spin ladder material Na2Fe2(C2O4)3(H2O)2

• Fe2+ ions in octahedral crystal field  
  ⇒ effective S=1 spins at low T


• Fitting experimental data by QMC results  
  for several theoretical models (ladders,  
  dimers, etc)

2.2 Experimental methods
The magnetic susceptibilities of a single crystal of SIO

were measured at 100Oe with a superconducting quantum
interference device (SQUID) magnetometer (Quantum
Design MPMS-XL7). High-field magnetizations in pulsed
magnetic fields up to about 53 T were measured utilizing a
non-destructive pulse magnet, and the magnetizations were
detected by an induction method using a standard pick-up
coil system.

ESR measurements on a single crystal of SIO in pulsed
magnetic fields up to about 53 T were carried out using our
pulse field ESR apparatus equipped with a non-destructive
pulse magnet, a far-infrared laser, and several kinds of Gunn
Oscillators for the frequency range from about 50GHz
to about 1.6 THz. We also performed ESR measurements
of SIO in static magnetic fields up to 14 T utilizing a
superconducting magnet (Oxford Instruments) and a vector
network analyzer with some extension (ABmm). All the
experiments were carried out at KYOKUGEN in Osaka
University.

2.3 Calculation methods
The quantum Monte Carlo (QMC) method used in this

calculation is coded on the basis of a continuous-time loop
algorithm, which is one of the most efficient methods for
simulating quantum spin systems. The linear size along the
chain L is 64 in the present case, and we adopt a periodic
boundary condition in this direction, i.e., S!;iþL ¼ S!;i, where
S!;i is the spin operator at site i on the !th chain (! ¼ 1; 2). In
addition, it is ascertained that there is no size dependence.
Details of the algorithm are given in refs. 13 and 14.

The density matrix renormalization group (DMRG)
method used here is an infinite system size algorithm at
T ¼ 0. However, a conventional infinite-system method with
the total-Sz quantum number cannot be used and often fails
in the convergence of iterations, since the external field
directions in our experiments are different from the principal
axes. Therefore, we employ the improved algorithm based
on the matrix product representation of the DMRG wave-
function to obtain highly accurate magnetization process-

es.15,16) Note that the maximum number of retained bases
m is up to 50, with which sufficient convergence of the
magnetization curve can be confirmed.

3. Results

Figure 2 shows the temperature dependences of the
magnetic susceptibilities for H k a ("k) and H ? a ("?).
They show a broad peak at about 25 and 20K, respectively.
The peak "k is about three times larger than the peak "?,
which indicates a large anisotropy. In addition, although "?
shows a slight decrease with decreasing temperature below
about 20K, "k shows an upturn below about 5K.

Figure 3 shows the magnetization processes at 1.3K in
magnetic fields up to about 53 T for H k a (Mk) and H ? a
(M?). For H k a, magnetization increases gradually up to
about 5 T, then shows a steep increase up to about 10 T. On
the other hand, for H ? a, it shows a gradual increase up
to the saturation magnetization of approximately 30 T. The
linear magnetization above the saturation field with almost
identical slopes in both directions could be attributed to the
Van Vleck paramagnetism, whose susceptibility is estimated
to be about 0.01 #B/(Fe2þ#T) (¼ 0:011 emu/mol). This
value is almost the same as that of RbFeCl3.17) For an
isolated antiferromagnetic Heisenberg dimer formed by
neighboring ions on a rung, a steplike change in magnet-
ization due to level crossing is expected to be observed in
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Fig. 1. (Color online) (a) Crystal structure of Na2Fe2(C2O4)3(H2O)2.
Hydrogen and sodium atoms are omitted for clarity. Fe2þ ions are
connected by oxalate molecules and form two-leg ladders along the
a-axis, as shown by red broken lines. (b) Distorted FeO6 octahedra
bridged by oxalate ion. (c) Arrangement of the ladders in the bc-plane,
and red broken lines corresponding to rungs of the ladders.
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Fig. 2. Temperature dependences of magnetic suceptibilities of Na2Fe2-
(C2O4)3(H2O)2 at H ¼ 100Oe for H k a and H ? a.
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Fig. 3. Magnetization curves of Na2Fe2(C2O4)3(H2O)2 at 1.3K for H k a
and H ? a.
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each direction. We suggest two possible origins of the
gradual increase in M?. One is the existence of inter-dimer
interactions, namely, interactions along the leg direction. The
other is a mixing between a non-magnetic singlet ground
state and exited magnetic states caused by a large anisotropy.

The ESR spectra of a single crystal of SIO at 1.3 K in
magnetic fields up to about 53 T for H k a are shown in
Fig. 4. We observe strong and weak resonance signals
indicated by closed and open arrows, respectively, and plot
them in the frequency–field diagram, as shown in Fig. 5.

4. Analyses and Discussion

4.1 Two-leg ladder model
It is well known that the lowest three states of the Fe2þ ion

in an octahedral crystal field are well separated from the
other excited states owing to the crystal field and spin–orbit
coupling. Thus, the magnetic properties of Fe2þ can often be
described by a fictitious spin S ¼ 1 with anisotropic g values
and exchange interactions at low temperatures.18,19) In this
case, the spin Hamiltonian of a two-leg ladder model is
written as

H ¼ J1
X

i

ðSz1;i $ S
z
2;i þ !Sy1;i $ S

y
2;i þ !Sx1;i $ S

x
2;iÞ

þ J2
X

i

X

"

ðSz";i $ S
z
";iþ1 þ !Sy";i $ S

y
";iþ1 þ !Sx";i $ S

x
";iþ1Þ

þ
X

i

X

"

#BS";i ~ggH; ð1Þ

where the inter- and intrachain exchange constants are J1
and J2 (J1, J2 > 0, antiferromagnetic), respectively, ! < 1
the anisotropy constant, assuming identical ! values are used
for not only the x- and y-components but also the intra- and
interchain interactions, #B the Bohr magneton, ~gg the g-
tensor, and H the external magnetic field. We define R as
R ¼ J2=J1. The diagonal components for the principal axes
of the g-tensor are gx, gy, and gz, and the off-diagonal
components are zero. We consider that the a-axis of the SIO,
similarly to that of SCO, is tilted from the magnetic principal
axes.8) We define the angles between the a-axis and the
principal axes as shown in Fig. 6(a).

Figures 6(a) and 6(b) show the calculated results of
magnetic susceptibilities and magnetizations obtained by
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Fig. 4. (Color online) ESR spectra of Na2Fe2(C2O4)3(H2O)2 at 1.3K for
H k a. The closed and open arrows indicate the strong and weak signals,
respectively.
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Fig. 6. (Color online) (a) QMC calculations of magnetic susceptibility for
different ratios of R. The illustration shows the relation between the a-axis
and the principal axes. (b) DMRG calculations of magnetization process
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rung of the ladder. In both figures, the open diamonds, open circles, and
open squares represent the calculated results for R ¼ 0:1, 0.3, and 0.5,
respectively.

J. Phys. Soc. Jpn., Vol. 78, No. 12 H. YAMAGUCHI et al.

124701-3

the QMC and the DMRG methods, respectively. For
these calculations, we use the following parameter values,
gz ¼ 4:7, gx ¼ 2:0, gy ¼ 2:5, ! ¼ 0:30, and R ¼ 0:1{0:5 for
H k a (" ¼ 24", ’ ¼ 90") and H ? a (" ¼ 102", ’ ¼ 45").
The principal axis directions and their g-values are deter-
mined from the saturation magnetizations and the slopes of
the ESR resonance modes in the following isolated dimer
model analysis. In these field directions, the two sites of the
ladder are magnetically equivalent. In the calculation, we
add the temperature-independent Van Vleck paramagnetism
to both #k and #?. The calculated results do not reproduce
the experimental ones well, especially the upturn of #k
at approximately 5K. In Fig. 6(b), the Van Vleck para-
manetic contributions are subtracted from both Mk and M?.
We find a small anomaly at half of the saturation magnet-
ization of R ¼ 0:1 calculated for H k a, which can be
considered to originate from a 1/2 magnetization plateau.
The calculated results also poorly explain the experimental
ones, particularly the steep change in Mk at approximately
5 T.

4.2 Isolated dimer model
In this section, we analyze the experimental results of SIO

in terms of an isolated dimer model by taking into account
not only the anisotropy of the exchange interactions but
also single-ion anisotropies (D and E). Then, the spin
Hamiltonian is expressed as

H ¼ J1ðSz1S
z
2 þ !Sx1S

x
2 þ !Sy1S

y
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X
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2
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2 ' ðSy$Þ

2( þ
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$
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As shown in Fig. 7, we obtain good agreement between the
experimental and calculation results using the following
parameters, J1=kB ¼ 20K, ! ¼ 0:20, D=kB ¼ '22K, and
E=kB ¼ 4:8K. The g-values and the angles " and ’ are the
same as those in the case of the two-leg ladder model, and
Van Vleck paramagnetic contributions are also considered.
We confirmed that these anisotropic parameters are almost
consistent with theoretical evaluations for the Fe2þ ion in an
octahedral field based on the crystal field theory.19) Such a
large anisotropy was also reported for several compounds
with Fe2þ ions.20) These results well reproduce the upturn of
#k at approximately 5K and the steep change in Mk at about
5 T. The slight deviations in the magnetic susceptibilities in
the higher-temperature region are considered to be contrib-
uted by higher excited states with different effective total
angular momenta, which is not included within the frame-
work of the fictitious spin 1.

Figure 8 shows the calculated energy branches for H k a.
Energy levels of the dimer with S ¼ 1 are split into a quintet,
a triplet, and a singlet state. We define the eigenstate as
jS; Szi. However, these energy levels are strongly mixed by
the large anisotropy. We can see the mixing between the
non-magnetic singlet state j0; 0i and the exited magnetic
state j2;'2i. This results in the upturn of #k and the steep
change in Mk at approximately 5 T. From the energy
branches, we calculate ESR resonance modes. Since the
ESR measurements were conducted at a sufficiently low
temperature of 1.3 K, only the ESR transitions from the
ground state are mainly observed. Taking the ESR selection

rule into account, we obtain five resonance modes, as shown
in Fig. 5, which correspond to transitions from the singlet
ground state to the quintet states indicated by arrows in
Fig. 8. These transitions are usually forbidden. However, the
mixing of the states makes them observable. The agreement
between the experimental and calculation results is satisfac-
tory, and we consider that several resonances that deviated
from the main resonance branches must have come from the
transitions between the exited states.
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Fig. 7. (Color online) Comparison between the experimental and calcu-
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活用事例: Orbital ordering in eg orbital systems

• Mott insulators with partially filled d-shells


• Non-trivial interplay of charge, spin, and  
  orbital degrees of freedom 


• Effective Hamiltonian for orbital degrees of freedom (120o model)
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活用事例: Supersolid in extended Bose-Hubbard model

• Interacting soft-core bosons


• Supersolid = co-existence of 
  diagonal long-range order (=solid) and  
  off-diagonal long-range order (=superfluid) 


• Experimental realization: optical lattice?

II. MODEL

We analyze the extended Bose-Hubbard Hamiltonian on a
cubic lattice

H = − t!
"ij#

$ai
†aj + aiaj

†% + V!
"ij#

ninj

+
1
2

U!
i

ni$ni − 1% − !!
i

ni, $1%

where ai
† and ai are the creation and annihilation operators of

a boson $&ai ,aj
†'="ij% and ni=ai

†ai. The parameter t denotes
the hopping matrix element, U and V are the on-site and
nearest-neighbor repulsions, respectively, and ! is the
chemical potential. The notation "ij# means the sum over the
nearest-neighbor pairs. The system size is N=L3, where L is
the length of the system. The order parameter of the solid
state is

S# =
1

N2!
jk

eiQ·$rj−rk%"njnk# , $2%

where Q= $# ,# ,#% is the wave vector that represents the
staggered order. As for the order parameter of the superfluid
state, we adopt Bose-Einstein condensation fraction

$k=0 =
1

N2!
jk

"aj
†ak + ak

†aj# $3%

in the mean-field analysis, while in the SSE simulation we
adopt the superfluidity $s for the convenience of numerical
calculation. The expression of $s is given in Sec. III. Al-
though these two quantities are not the same, both of them
describe the off-diagonal long-range order $ODLRO% and are
considered to represent the same qualitative nature of the
superfluidity.

III. METHODS

We use the following two different methods to analyze
properties of the system.

A. Stochastic series expansion

We perform numerical simulation of the SSE, which was
invented by Sandvik.15,16 This method is one of quantum
Monte Carlo $QMC% simulations and has been successfully
applied for various quantum systems. In order to avoid the
clusterization due to diagonal frustration, we adopt the gen-
eralized directed loop algorithm.17 We use a package of
the Algorithms and Libraries for Physics Simulations
$ALPS%.18,19 We adopt a simple-cubic lattice of N=L3 sites
with periodic boundary conditions along all the lattice axes.
In the simulation, instead of the condensation fraction $k=0
&Eq. $3%', we calculate superfluidity $s using the winding
number W of world lines20,21

$s =
"W2#
3t%L

, $4%

where % is the inverse temperature.

B. Mean-field approximation

We also analyze the ordering processes by the MF
approximation.22 In order to study the solid state, we use a
sublattice structure which is characterized by a staggered or-
der of the density. Here we adopt mean fields for the solid
order and superfluid order at sublattices A and B. The Hamil-
tonian for this MF is given by

HMF = HA + HB + C , $5%

HA = − zt$aA
† + aA%&B + zVnAmB +

U

2
nA$nA − 1% − !nA,

$6%

HB = − zt$aB
† + aB%&A + zVnBmA +

U

2
nB$nB − 1% − !nB,

$7%

C = 2zt&A&B − zVmAmB, $8%

where z$=6% is the number of nearest-neighbor sites. Here,
mA and mB are the mean fields corresponding to the expec-
tation values of the number operators for A and B sites, re-
spectively,

mA = "nA# and mB = "nB# . $9%

Similarly, &A and &B correspond to the expectation values of
the annihilation operators for A and B sites, respectively,

&A = "aA# and &B = "aB# . $10%

Here, the expectation values are taken over the ground state
in the case of T=0. In the finite temperature case, these rep-
resent the thermal averages.

HA $HB% is a mean-field Hamiltonian at a site of the A $B%
sublattice. C is a correction term compensating the double
counting of the energy.

In the finite temperature case, the partition function and
the free energy are given by

ZMF = Tr$e−%HMF% , $11%

FMF = −
1
%

ln ZMF. $12%

In MF, m($mA−mB% /2 denotes the order parameter of solid
and fulfill the relation S#=m2. Similarly, &($&A+&B% /2
represents the order parameter of superfluid and fulfill the
relation, $k=0=2&2, according to Eq. $3%.

IV. GROUND-STATE PROPERTIES

Before analyzing properties at finite temperatures, let us
summarize the ground-state properties. As has been reported,
the system may have the supersolid phase in the ground state
when U takes a finite value.14,23 In Fig. 1, we show the
ground-state phase diagram in the coordinate of $t /U ,! /U%
obtained by MF method. As for the supersolid state in the
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and fulfill the relation S#=m2. Similarly, &($&A+&B% /2
represents the order parameter of superfluid and fulfill the
relation, $k=0=2&2, according to Eq. $3%.
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Before analyzing properties at finite temperatures, let us
summarize the ground-state properties. As has been reported,
the system may have the supersolid phase in the ground state
when U takes a finite value.14,23 In Fig. 1, we show the
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successive transitions of superfluid and solid for !t /U
=0.045,! /U=0.7". As was seen in the SSE simulation, here
we find again the suppression of the solid order by the su-
perfluid fraction. Namely, S" has a cusp at the superfluid
transition point. We also depict the phase diagram and com-
pare that to that of SSE !Fig. 8". They show a qualitatively
good agreement, e.g., there is the tetracritical point !tc ,Tc"
and the critical temperatures TS"

and T#s
are suppressed by

appearance of the other order as mentioned before.
Let us study the competition between the solid and super-

fluid orders by analyzing the Ginzburg Landau !GL" free
energy. Since the order parameters m and $ take small value
in the vicinity of the tetracritical point, the GL free energy is
expressed as

F = am2 + bm4 + c$2 + d$4 + hm2$2. !13"

When a becomes zero at TS"
#a$a0!T−TS"

"% with a positive
b, the second-order transition between the normal solid and
normal liquid phases takes place, and similarly when c be-
comes zero at T#s

#c$c0!T−T#s
"% with a positive d, the

second-order transition between the superfluid and normal
liquid phases takes place. The fifth term represents the com-

petition between the solid and the superfluid order. If h
equals zero, the transition of the solid phase and that of su-
perfluid take place independently at TS"

and T#s
, respectively.

If h is positive, the presence of the superfluid order lowers
the transition temperature of solid. Below the tc, the solid
order emerges first as temperature decreases. Then, the su-
perfluid order appears at the modified transition temperature
T#s
! which is smaller than the original one

T#s
! % T#s

−
a0h/2bc0

1 − a0h/2bc0
!TS"

− T#s
" % T#s

. !14"

In the same way, the solid order lowers the transition tem-
perature of superfluid. The decrease of the transition tem-
peratures becomes large when h becomes large and this
means the shrinkage of the supersolid region. Thus, h repre-
sents the competition between the solid and the superfluid
orders.

As a final part of this section, we discuss the effect of
on-site repulsion on the coexistence of solid and superfluid
orders. As has been mentioned, the SS phase does not exist
in the ground-state !-t phase diagram for the hardcore case
which corresponds to the limiting case of infinite U. There-
fore we expect that the supersolidity is suppressed when the
on site repulsion U becomes large. We depict the t-T phase
diagram for various values of U in Fig. 9 obtained by MF.
Here, we use zV as the unit of energy instead of U because
now we want to study the effect of U. In Fig. 9, we find that
the SS region becomes narrower as U increases. Finally, the
supersolid region disappears completely in the hardcore limit
U→&, where a first-order transition between solid and su-
perfluid phases takes place. Thus, we conclude that U, i.e.,
the hardness of the particle, suppresses the coexistence of the
two orders.

VI. DISCUSSION AND SUMMARY

We studied properties of supersolid state in three-
dimensional extended Bose-Hubbard model by using SSE
simulation and MF analysis. First we studied the ground-
state phase diagram. There we found the existence of super-
solid phase in the region of #%1 /2. We confirmed that this
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sity !"1 /2. Therefore we confirm the existence of the su-
persolid phase in the region of !"1 /2.

V. PHASE TRANSITIONS AT FINITE TEMPERATURES

Now, we study the ordered states at finite temperatures.
The phase transition between the normal liquid phase and the
solid phase is expected to belong to the universality class of
the Ising model because the phase transition occurs in the
spontaneous symmetry breaking of the order parameter with
the symmetry of Z2. On the other hand, the phase transition
of superfluid is expected to belong to the XY universality
class because the order parameter has the symmetry of U!1".
In this section, we study the temperature dependence of these
order parameters.

A. Stochastic series expansion

First, we show the results obtained by SSE. The simula-
tions were performed in the grand canonical ensemble using
a system sizes N=103 and N=123.

We plot the order parameters of solid, S#, and that of
superfluid, !s, as a function of temperature for various values
of t. In Fig. 5!a", we show the transition from normal liquid
to normal solid for t /U=0.02 in which only S# appears con-
tinuously. In the same way, the transition from normal liquid
to superfluid for t /U=0.08 is depicted in Fig. 5!b". For
t /U=0.045, the system shows successive transitions and the
supersolid state is realized at low temperatures. There, we
find that the solid order appears at a higher temperature #Fig.
5!c"$. Note that the solid order is suppressed when the super-
fluid order appears. Thus, we expected that the solid fraction
and the superfluid fraction compete with each other. It should
be noted that !s appears at higher temperature than the solid
order for t /U=0.055 !not shown".

In Fig. 6, we depict a phase diagram in the coordinate of
!t /U ,T /U" for the fixed values V /U=1 /z and $ /U=0.7. The
transition temperatures of the solid state TS#

are plotted by
solid circles and those of the superfluid state T!s

are plotted
by open circles. To determine the transition temperatures for
each value of t, we use the method of the Binder parameter27

of the systems with L=10 and 12. In Fig. 6, there are four
different phases: NL, NS, SF, and SS. These phases meet at a

tetracritical point !tc ,Tc". The competition of solid and super-
fluid orders is also found in the phase diagram !Fig. 6".
Namely, above tc, the transition temperature of solid is
smaller than that of smooth extension of TS#

from t" tc.
Therefore we conclude that TS#

is suppressed from that of
the case in which the superfluid would not order. Similarly,
below tc, the transition temperature of superfluid is smaller
than that of the case in which the solid would not order.

B. Mean-field analysis

Here, we calculate the temperature dependence of order
parameters by making use of MF. In Fig. 7, we show the
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ALPS を利用した研究
• 600 以上の論文で ALPS が利用されている (論文タイトルの例 2015年8月以降)


• First-order commensurate-incommensurate magnetic phase transition in the 
coupled FM spin-1/2 two-leg ladders


• Critical behavior of the site diluted quantum anisotropic Heisenberg model in two 
dimensions


• Dimerized ground states in spin-S frustrated systems

• Practical, Reliable Error Bars in Quantum Tomography

• Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov pairing as leading instability on the square lattice

• Mott Transition for Strongly-Interacting 1D Bosons in a Shallow Periodic Potential

• Pair Correlations in Doped Hubbard Ladders

• Theoretical investigation of the behavior of CuSe2O5 compound in high magnetic 

fields

• FLEX+DMFT approach to the d -wave superconducting phase diagram of the two-

dimensional Hubbard model

• Transport properties for a quantum dot coupled to normal leads with a pseudogap

• ・・・ http://alps.comp-phys.org/mediawiki/index.php/PapersTalks
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CMSI計算科学技術特論C (2015/10/01) 

ALPS の設計 (デザイン)



ALPS の特徴
• 任意の格子 


• XML フォーマットによる格子構造の定義


• ユニットセルの繰り返しによる格子生成


• 格子を任意の有限グラフ (頂点と辺の集合) として定義することも可能 


• 任意のハミルトニアン (模型)


• XML フォーマットによる量子数、演算子の定義


• 数式によるハミルトニアンの定義 


• 様々な最新の解法 (アプリケーション): ED、CMC、QMC、DMRG、DMFT 


• 全ての ALPS アプリケーションに共通の入力形式


• 汎用的な出力形式、Python による解析・グラフ作成ツール
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ALPS のワークフロー

parameter2xml
tool

application programs

Python based evaluation tools

Parameter XML File

Outputs in HDF5 & XML

Quantum Monte Carlo

Quantum Lattice Model

Exact Diagonalization DMRG

Lattice XML File
square lattice

<LATTICES>
  <LATTICE name="square lattice" dimension="2">
    <PARAMETER name="a" default="1"/>
    <BASIS><VECTOR>a 0</VECTOR><VECTOR>0 a</VECTOR></BASIS>
  </LATTICE>
  <UNITCELL name="simple2d" dimension="2">
    <VERTEX/>
    <EDGE>
      <SOURCE vertex="1" offset="0 0"/>
      <TARGET vertex="1" offset="0 1"/>
    </EDGE>
    <EDGE>
      <SOURCE vertex="1" offset="0 0"/>
      <TARGET vertex="1" offset="1 0"/>
     </EDGE>
  </UNITCELL>
  <LATTICEGRAPH name="square lattice">
    <FINITELATTICE>
      <LATTICE ref="square lattice"/>
      <EXTENT dimension="1" size="L"/>
      <EXTENT dimension="2" size="L"/>
      <BOUNDARY type="periodic"/>
    </FINITELATTICE>
    <UNITCELL ref="simple2d"/>
  </LATTICEGRAPH>
</LATTICES>

(0,0)

(0,1)

(1,0)

<MODELS>
  <BASIS name="spin">
    <SITEBASIS name="spin">
      <PARAMETER name="local_S" default="1/2"/>
      <QUANTUMNUMBER name="S" min="local_S" max="local_S"/>
      <QUANTUMNUMBER name="Sz" min="-S" max="S"/>
      <OPERATOR name="Sz" matrixelement="Sz"/>
      <OPERATOR name="Splus" matrixelement="sqrt(S*(S+1)-Sz*(Sz+1))">
        <CHANGE quantumnumber="Sz" change="1"/>
      </OPERATOR>
      <OPERATOR name="Sminus" matrixelement="sqrt(S*(S+1)-Sz*(Sz-1))">
        <CHANGE quantumnumber="Sz" change="-1"/>
      </OPERATOR>
    </SITEBASIS>
  </BASIS>
  <HAMILTONIAN name="spin">
    <PARAMETER name="J" default="1"/>
    <PARAMETER name="h" default="0"/>
    <BASIS ref="spin"/>
    <SITETERM>
      -h * Sz(i)
    </SITETERM> 
    <BONDTERM source="i" target="j">
      J * (Sz(i)*Sz(j) + (Splus(i)*Sminus(j)+Sminus(i)*Splus(j)))/2
    </BONDTERM>
  </HAMILTONIAN>
</MODELS>

Model XML File

H = J
< i,j>

[ Szi S zj + ( S+i S -j + S -i S+j )/ 2 - h
i
S zi]Σ Σ

Plots

Parameter File
LATTICE = "square lattice"
MODEL   = "spin"
L       = 16
Jxy     = 1
Jz      = 2
SWEEPS  = 10000
THERMALIZATION = 1000

{ T = 0.1 }
{ T = 0.2 }
{ T = 0.5 }
{ T = 1.0 }

DMFT
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ALPS の階層構造

generic C++

numerics

domain-specific
libraries

applications

tools

C / Fortran  BLAS     LAPACK     MPI

graph serialization   XML/XSLT

iterative eigenvalue solverrandom   ublas

lattice   model   observables   scheduler

MC     QMC      ED      DMRG    DMFT

XML manipulation   Python binding   GUI  

Boost library
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サードパーティーのライブラリ
• Boost C++ Library


• 乱数、グラフ、シリアル化、など多くの有用なライブラリ群 


• HDF5 (Hierarchical Data Format)

• プラットフォーム非依存のバイナリファイル格納形式 


• MPI (Message Passing Interface)

• 並列計算のためのメッセー ジ通信


• BLAS、LAPACK


• 線形演算 (行列対角化、特異値分解など)
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ALPS/alea ライブラリ
• マルコフ連鎖における平均値、分散、自己相関を計算するライブラリ 


• ビンニング解析を用いた平均値、エラー、自己相関時間の評価 


• 出力


• ジャックナイフ法を用いた非線形量のエラー評価

alps::RealObservable mag2("Magnetization^2");
... 
mag2 << m * m; // at each MC step

std::cout << mag2 << std::endl;

Magnetization^2: 3.142 +/- 0.001; tau = 10.3

alps::RealObsEvaluator binder = mag2 * mag2 / mag4;
std::cout << binder.mean() << ‘ ‘ << binder.error() << ‘\n’;
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ALPS/lattice ライブラリ
• 「格子構造」は数学的には「グラフ」で表現できる


• site ⇔ vertex


• bond ⇔ edge 


• Boost Graph Library に対する「ラッパー」を提供


• XML による「格子構造」の入出力 


• 「ユニットセル」による繰り返し構造の指定


• 座標、パリティ、逆格子ベクトルなどの属性 


• あらかじめ用意されている格子


• “hain lattice”、“square lattice”、“triangular lattice”、“honeycomb 
lattice”、“simple cubic lattice”、など 
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XML による格子の定義
<LATTICE name="chain lattice" dimension="1"> 
  <BASIS><VECTOR> 1 </VECTOR></BASIS> 
</LATTICE>

<UNITCELL name="simple1d" dimension="1" vertices=”1”> 
  <EDGE> 
    <SOURCE vertex="1" offset="0"/><TARGET vertex="1" offset="1"/> 
  </EDGE> 
</UNITCELL>

<LATTICEGRAPH name = "chain lattice"> 
  <FINITELATTICE> 
    <LATTICE ref="chain lattice"/> 
    <PARAMETER name=”L”/> 
    <EXTENT size ="L"/> 
    <BOUNDARY type="periodic"/> 
  </FINITELATTICE> 
  <UNITCELL ref="simple1d"/> 
</LATTICEGRAPH>
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ALPS/model ライブラリ
• XML を使ってハミルトニアンを定義する


• 量子数や演算子の定義 

• シンボリックな表現を使って、ハミルトニアンのサイト項やボンド項を定義 


• 作成した局所ハミルトニアンは行列の形で取り出せる

• プラケット項などの多サイトにわたる相互作用には未対応

• ALPS Model HOWTO: http://alps.comp-phys.org/mediawiki/ index.php/

Tutorials:ModelHOWTO/ja 

• あらかじめ用意されている模型: “spin”、“boson Hubbard”、“hardcore boson”、

“fermion Hubbard”、“alternative fermion Hubbard”、“spinless fermions”、“Kondo 
lattice”、“t-J” 、他

Jz*Sz(i)*Sz(j)+Jxy/2*(Splus(i)*Sminus(j)+Sminus(i)*Splus(j))
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XML によるモデルの定義
<HAMILTONIAN name=”spin”> 
  <PARAMETER name=”Jz” default=”J”/> 
  <PARAMETER name=”Jxy” default=”J”/> 
  <PARAMETER name=”J” default=”1”/> 
  <PARAMETER name=”Jz'” default=”J'”/> 
  <PARAMETER name=”Jxy'” default=”J'”/> 
  <PARAMETER name=”J'” default=”0”/> 
  <PARAMETER name=”h” default=”0”/> 
  <BASIS ref=”spin”/> 
  <SITETERM site=”i”> -h * Sz(i) </SITETERM>  
  <BONDTERM type=”0” source=”i” target=”j”> 
    Jz * Sz(i) * Sz(j) + Jxy * (Splus(x)*Sminus(y)+Sminus(x)*Splus(y)) / 2 
  </BONDTERM> 
  <BONDTERM type=”1” source=”i” target=”j”> 
    Jz' * Sz(i) * Sz(j) + Jxy' * (Splus(x)*Sminus(y)+Sminus(x)*Splus(y)) / 2 
  </BONDTERM> 
</HAMILTONIAN>

H =
∑

⟨i,j⟩

[JzS
z
i Sz

j +
Jxy

2
(S+

i S−
j + S−

i S+
j )] −

∑

i

hSz
i
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主要技術
• XML、HDF5による入出力


• 可搬性 (ポータビリティ)

• 出力結果の変換が容易 • 内容が一目瞭然 


• C++ ジェネリックプログラミング

• 柔軟性・再利用性

• 高品質なコードの作成


• C++ 標準ライブラリ、Boostライブラリ、サードパーティーライブラリの利用

• 開発のスピードアップ 

• 様々な標準アルゴリズム


• MPI + OpenMP による並列化 

• スクリプト言語(Python)によるポスト処理

• 国際共同作業のためのインフラストラクチャー


• オープンソースのツールの利用
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XML の基礎
• XML ＝ eXtensible Marckup Landuage


• 構造化文書を作成するのに適している 


• 「タグ」を使って、文章の構造を記述


• 大文字と小文字は区別される 


• XML の例: HTML (XHTML) 

an attribute

contents

empty element (no contents)

opening tag

closing tag

<html>
  <h1 align=”center”>Header</h1>
  <p>A paragraph... And below it an image</p>
  <img src=”img.jpg”/>
</html>
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XML の文法
• 「開始タグ」には対応する「終了タグ」が必要

• ある要素の「開始タグ」と終了タグは共通の親ノードに含まれなければならない


• XML の「木」表示  


• XML では、ユーザが独自のタグ (要素の名前) を定義すること が可能                          
(参考: Document Type Definition (DTD)、XML Schema) 

html

imgh1 p

align="center" A paragraph... src="img.jpg"Header

<html>
  <h1 align=”center”>Header</h1>
  <p>A paragraph... And below it an image</p>
  <img src=”img.jpg”/>
</html>

⇒
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なぜ  XML を使うのか?

• 人間にはどちらが読みやすい?


• 機械にはどちらがよみやすい?


• 数年後に読んで理解できるのはどっち? 

plain text file

# parameters
10 0.5 10000 1000
# mean, error
-10.451 0.043

<PARAMETER name=“L”>10</PARAMETER>
<PARAMETER name=“T”>0.5</PARAMETER>
<PARAMETER name=“SWEEPS”>10000</PARAMETER>
<PARAMETER name=“THERMALIZATION”>1000</PARAMETER>
<AVERAGE name=“Energy”>
  <MEAN> -10.451 </MEAN>
  <ERROR> 0.043 </ERROR>
</AVERAGE>

XML file
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データの拡張性
• 新しいパラメータを追加する


• テキスト形式の場合、これまでのプログラムは動かなくなる


• XML の場合には問題ない (必要のないパラメータは読まれない)

# parameters
10 0.5 10000 1000 12
# RNG
“lagged fibonacci”
# mean, error
-10.451 0.043

<PARAMETER name=“L”>10</PARAMETER>
<PARAMETER name=“T”>0.5</PARAMETER>
<PARAMETER name=“SWEEPS”>10000</PARAMETER>
<PARAMETER name=“THERMALIZATION”>1000</PARAMETER>
<PARAMETER name=”SEED”>12</PARAMETER>
<RNG name=”lagged fibonacci”/>
<AVERAGE name=“Energy”>
  <MEAN> -10.451 </MEAN>
  <ERROR> 0.043 </ERROR>
</AVERAGE>
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C (Fortran) vs C++

• C++ は C の(ほぼ完全な)スーパーセット 


• 厳密な型チェック


• ユーザ定義型 (クラス) 


• 継承 (inheritance)、仮想関数(virtual function)


• 演算子(+、* …)の再定義、関数の多重定義


• テンプレート


• 例外処理、etc... 
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ユーザ定義複素数型の例
class Complex {
public:
  Complex(double r, double i) { re=r; im=i; } // 初期設定
  double real() const { return re; } // メンバ関数
  double imag() const { return im; }
  double abs() const { return sqrt(re*re + im*im); }
  Complex& operator=(const Complex& rhs) {
    re = rhs.re; im = rhs.im;
  } // 代入演算子
  Complex operator+(const Complex& c) const { 
    return Complex(re + c.re, im + c.im);
  } // +演算子
  // ... 
private:
  double re, im; // メンバ (外部からは直接アクセス不可) 
};

Complex a(1,0), b(0,1); // クラスComplexのインスタンスa,bを作成
Complex c = a+b;  
cout << c.real() << ‘ ‘ << c.imag() << ‘ ‘ << c.abs; // 出力 
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クラスを使う利点
• 概念(考え方)の具体化 

• データとそれに対する操作の関連付け

• データのカプセル化 


• 複数のデータをひとまとめにする

• 不変条件の実現


• 継承と仮想関数

• あるクラス(親クラス、基底クラス)から、子クラス(派生クラス)を作成することがで
きる。 メンバ関数は基底クラスのものが継承される


• 派生クラスにより(部分的に)上書きも可能


• 派生クラスのオブジェクトは基底クラスのポイ ンタ(or 参照)へ代入可能 

• 仮想関数の仕組みを使うと基底クラスのポインタを介したメンバ関数の呼び出しは
実際のクラスのメンバ関数に置き換えられる
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継承と仮想関数
// 基底クラス
class Number {
public: 
  virtual double abs();
}; 

// 派生クラス1
class RealNumber : public Number {
public: 
  double abs() { return val; }
  double val;
};

// 派生クラス2  
class Complex : public Number {
public: 
  double abs() { return c.abs(); }
  Complex c;
}; 

// 仮想関数の使用例  
void output(Number& num) { 
  cout << num.abs();
}

RealNumber rn;
ComplexNumber cn;

// ... 

// RealNumber::abs()が呼ばれる
output(rn); 

// ComplexNumber::abs()が呼ばれる
output(cn);
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Class/Function Template 

• テンプレート: 型のパラメータ化 (一種のマクロ??)


• クラステンプレート 


• 関数テンプレート 

template<class T> Complex {
public:
  T real() const { return re; }
  T abs() const { sqrt(re*re + im*im); }
private:
  T re, im;
}; 

Complex<double> c; // 定義中の T が double で置き変えられる

template<class T>
T abs(const Complex<T>& c) {
  return c.abs();
}
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ライブラリ化とコールバック
• アルゴリズムのライブラリ化


• 「操作」をいかにプログラム化するか?


• 例) ソーティング (bubble sort) 


• ソートされるデータ列とデータの大小
を判定する関数、要素を交換する関数
が提供されれば、原理的にはどんな型
のデータもソーティング可能

subroutine sort(n, a)
dimension a(n)
do i = n, 2, -1
  do j = 1, i-1
    if (a(j).lt.a(j+1)) then
      b = a(j)
      a(j) = a(j+1) 
      a(j+1) = b 
    endif
  enddo 
enddo 
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コールバック関数による実装
• ソート関数には、比較、交換を行う関数

(コール バック関数)を引数として渡す 


• データはcommonブロックを使ってコー
ルバック関数に引き渡す 

function less(i,j)
logical less
common /sortdata/n,a(n)
return (a(i).lt.a(j))

subroutine swap(i,j)
common /sortdata/n,a(n)
b = a(i)
a(i) = a(j)
a(j) = b

subroutine sort(n, less, swap)
logical less
do i = n, 2, -1
  do j = 1, i-1
    if (less(j,j+1)) then
      call swap(j,j+1)
    endif
  enddo
enddo 
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仮想関数による実装
class sort_array {
public:
  virtual bool less(int i, int j);
  virtual void swap(int i, int j);
};

class sort_a : public sort_array {
public:
  bool less(int i, int j) {
    return a(i) < a(j);
  }
  void swap(int i, int j) { ... }
  double a[];
}; 

void sort(int n, sort_array& a) {
  for (int i = n-1, i > 0; --i)
    for (int j = 0; j < i; ++j)
      if (a.less(j,j+1))
        a.swap(j,j+1);
}

• メンバー関数lessとswapを持つ基底仮想
クラスを定義 


• そのクラスから派生した具象クラスを作
成。less とswapを実装 


• 関数sortの引数は基底仮想クラスとす
る。仮想関数の仕組みにより、自動的に
具象クラスのメンバー関数が呼び出され
る
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• 継承+仮想関数メカニズム = (データのカプセル化)+コールバック関数群のカプセル化


• 欠点 


• [Fortran] ソートする配列毎に common ブロックが必要 


• [C++] ソートする配列は必ず sort_array から派生しなくてはならない 


• [共通] 最も内側のループの中でポインタを介して関数が呼び出される                    
⇒ インライン化不可、大きなオーバヘッド 

コールバックと仮想関数
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Templateを用いた実装
template<class A>
void sort(int n, A& a) {
  for (int i = n-1, i > 0; --i)
    for (int j = 0; j < i; ++j)
      if (a.less(j,j+1))
        a.swap(j,j+1);
}

class myarray {
public:
  bool less(int i, int j) {
    return a(i) < a(j);
  }
  void swap(int i, int j) { ... }
  double a[];
}; 

myarray a;
//…
sort(n, a);

• 関数sortの引数をテンプレート化 


• lessとswapをメンバー関数として持つク
ラスのインスタンスであれば、sort可能 


• 特定のクラスから継承する必要なし
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• クラス継承+仮想関数メカニズム 


• 動的コールバック (動的多様性)


• どのコールバック関数呼び出されるかは、実行時に決まる。インライン化不可


• テンプレートを用いた実装 (ジェネリックプログラミング) 


• 静的コールバック (静的多様性) 


• コンパイル時にコールバック関数が決定される。インライン展開可能

動的 vs 静的コールバック
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• テンプレート引数には、class 以外にも定数式 (int)や論理値(bool)も指定可能 


• 特別バージョンを定義することができる 


• テンプレートを用いて、再帰構造や条件文を実現可能                                                
⇒ テンプレートメタプログラミング 


• 全てコンパイル時に展開、評価される

Template Metaprograming 

template<int I, bool b> class myclass { /* ... */ };

template<class T> myclass { /* ... */ };
template<> myclass<double> { /* ... */ };
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Static Factorial (N!)

// 一般の N 用
template<int N> class Factorial {
public: 
  enum {
    value = N * Factorial<N-1>::value
  };
};

// N=1 用特別バージョン
template<> class Factorial<1> {
public: 
  enum {
    value = 1;
  }
};

Factorial<5>::value; // コンパイル時に 120 と評価される 
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スクリプト言語
• スクリプト言語とは


• コンパイルなしでその場で実行できる(簡易)プログラミング言語

• メジャーなスクリプト言語：Perl、Python、Rubyなど


• Mac OS X や Linux には、あらかじめインストールされている

• Windows では、バイナリパッケージをダウンロード & インストール

• ソースの編集・コンパイル・インストールなどの手間がかからない


• その場で入力 ⇒ 即実行 ⇒ 出力

• 電卓代わりにも


• パッケージ(ライブラリ、モジュール)が充実しているので便利

• CSV/XML/HDF5の読み書き、DBへのアクセス、ネットワーク、CGI、機器の
制御、文字列処理、線形演算・最適化、計算・実験結果の加工、図の作成、
GUI、、、


• いろいろなアイデアを手軽に試すことが可能
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ALPS Python

• Boost.Python ライブラリの利用


• C++のクラスや関数を Python から利用可


• シミュレーション結果の読み込み、モンテカルロデータの非線形処理のための 
Python モジュール (pyalps) を提供


• パラメータの準備・シミュレーションの実行を Python から行うことも可
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pyalps と matplotlib による結果のプロット
import pyalps
import pyalps.plot as alpsplot
import matplotlib.pyplot as pyplot

data = pyalps.loadMeasurements(pyalps.getResultFiles(prefix='parm9a'),
    'Magnetization Density^2’)
for item in pyalps.flatten(data):
    item.props['L'] = int(item.props['L'])

magnetization2 = pyalps.collectXY(data, x='T', 
    y='Magnetization Density^2', foreach=['L'])
magnetization2.sort(key=lambda item: item.props['L'])

pyplot.figure()
alpsplot.plot(magnetization2)
pyplot.xlabel('Temperture $T$')
pyplot.ylabel('Magnetization Density Squared $m^2$')
pyplot.legend(loc='best')
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